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Résumé 

On montre dans cet article que, pour tout groupe G indécomposable pour le produit libre * 
et non isomorphe à Z, l'inclusion canonique Aut(G*") — J- Aut(G*"^^) induit un isomorphisme 
entre les groupes d'homologie Hi pour n > 2i + 2, comme l'avaient conjecturé Hatcher et 
Wahl. En fait, on montre un peu plus — en particulier, le résultat vaut pour tout groupe G 
à condition de remplacer le groupe des automorphismes du produit libre par le sous-groupe 
des automorphismes symétriques. Nous nous appuyons pour cela sur des constructions et ré- 
sultats d'acyclicité dus à McCuUough-Miller et Chen-Glover-Jensen et sur des propriétés de 
fonctorialité qui nous permettent d'utiliser des méthodes classiques d'homologie des foncteurs. 

Abstract 

We show in this article that, for any group G indécomposable for the free product * and 
non-isomorphic to Z, the canonical inclusion Aut(G*") — > Aut(G*""'"^) induces an isomorphism 
between the homology groups Hi for n > 2i -|- 2, as was conjectured by Hatcher and Wahl. 
In fact we show a little more — in particular, the resuit is true for any group G if we replace 
the automorphism group of the free product by the subgroup of symmetric automorphisms. 
For this purpose we use constructions and acyclicity results due to McCuUough-Miller and 
Chen-Glover-Jensen and functoriality properties which allow us to apply classical methods in 
functor homology. 

Introduction 

Soit G un groupe. On note G*" le produit libre de n copies de G, et 

a% : iï,(Aut(G*")) ^ iï,;(Aut(G*"+i)) 

l'application induite en homologie entière de dimension i par l'inclusion naturelle. 

Dans la série d'articles jHat95| - |HV04| - |HVW06| . A. Hatcher, K. Vogtmann et N. Wahl montrent 
que j est un isomorphisme pour n > 2i + 2. Les arguments sont d'origine géométrique. En effet, 
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un théorème de F. Laudenbach montre que, pour Vn — {S^ x S'^)''", l'application MCG{Vn) — >■ 
Aut(7ri(y„)) = Aut(Z*") est un épimorphisme dont le noyau est le sous-groupe distingué engendré 
par les twists de Dehn autour de copies de S*^ dans Vn (la notation M CG{V) désignant le groupe 
des difféotopies de V). 

Dans |HW10| . Hatcher et Wahl montrent des résultats plus généraux sur l'homologie des groupes 
de difféotopies, et en déduisent que est un isomorphisme dès que n > 2i + 2 pour G — Z/n 
avec n G {2,3,4,6} et pour G — t^i{S) avec S une surface orientable compacte sans bord, ou S 
une variété hyperbolique de dimension 3, de volume fini, n'admettant pas d'isométrie inversant 
l'orientation. 

Ces auteurs conjecturent alors que ^ est un isomorphisme pour n > 2i + 2 quel que soit le groupe 
G. 

Dans cet article, nous démontrons le résultat suivant. 

Théorème 1. Soit G un groupe admettant une décomposition G = Gi * • • • * Gp, chaque Gi 
étant irréductible pour le produit libre, et aucun des Gi n'étant monogène infini. Alors ^ est un 
isomorphisme pour n > 2i + 2. 

En fait, le résultat que nous obtenons est un peu plus général. Pour le décrire et donner une 
idée de sa démonstration, nous avons besoin d'introduire quelques constructions classiques. 

Soit G = {Ge)eeE une famille finie de groupes et G = *eeEGe leur produit libre. On appelle groupe 
des automorphismes symétriques de G relativement à G, et on note I]Aut(G), le sous-groupe de 
Aut(G) constitué des automorphismes 7 tels que pour tout e G E, il existe e' G i? (nécessairement 
unique) et 5 G G tels que l'on ait l'égalité 7(Ge) — gGe'g~^- 

L'application e 1— ?> e' est alors une permutation de E, que l'on note 7r(7), et l'application tt : 
EAut(G) — > &{E) ainsi définie est un morphisme de groupes dont l'image est notée S (G) et dont 
le noyau, noté PAut(G), est appelé groupe des automorphismes purs de G relativement à G. 
On se convainc sans peine que pour tout e G -E, le noyau de la projection G — Ge est stable sous 
l'action de PAut(G). On en déduit un morphisme PAut(G) — > YieeE -^^^i^'^) "î^i clairement 
surjectif et scindé. Le noyau de ce morphisme est noté FR(G) et appelé groupe de Fouxe-Rabinovitch 
de G relativement à G. 

Notant aut(G) le groupe Hees A-ut(Ge) xi ©(G), on en déduit une décomposition en produit semi- 
direct 

I]Aut(G) ~ FR(G) X aut(G) . 

Notre résultat principal prend la forme suivante. 

Théorème 2. Soit G = {Ge)eeE une famille finie de groupes. Soit M un sous-ensemble de E, et 
H — {Ge)eeM lo, sous-famille de G correspondante. Pour que l'application naturelle I]Aut(H) — ?> 
EAut(G) induise un isomorphisme en homologie entière de dimension i et un épimorphisme en 
homologie entière de dimension i + 1, il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites : 

- l'application naturelle p : A//© (H) — > E/&{G) est surjective ; 

- pour toute orbite U G M/©(H) telle que card([/) et card(p(C/)) diffèrent, on a l'inégalité 
card([/) >2i + 2. 

Esquissons maintenant la démonstration. 

Le foncteur G i-> FR(G) défini sur la catégorie discrète dont les objets sont les familles finies de 
groupes s'étend en un foncteur défini sur la catégorie Gr ; Q ayant les mêmes objets, et dont les 
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morphismes de source H ~ {Hx)xex et de but G = (G'y)ygy sont les couples (/, (7a;)xes(/)) consti- 
tués d'une fonction injective f : X Y (ici, le terme fonction est utilisé avec le sens application 
partiellement définie) et d'une famille de morphismes ■ Hx — >■ Gf(^x) indexée par le domaine de 
définition s(/) de /. 

Dans la section [U nous définissons, en suivant Eilenberg-MacLane (cf. |EML54| . chap. II), une no- 
tion de degré polynomial d'un foncteur T : Gr ? 8 Ab, la notation Ab désignant la catégorie des 
groupes abéliens. Puis, en s'inspirant de Betley ([Bet02j, §4), nous montrons un théorème de stabi- 
lité pour l'homologie des groupes AutGr)e(G) à coefficients tordus par un foncteur T polynomial. 
Quelques chasses au diagramme dans des suites spectrales de Lyndon-Hochshild-Serre montrent 
alors (|1.10[) que pour que le théorème ci-dessus soit vrai, il suffit que le foncteur G ht- iîi(FR(G)) 
soit polynomial de degré au plus 2i pour tout i>l. 

Cette propriété est vérifiée dans la section [2j Nous utilisons une variation de la construction de D. 
MacCullough et A. Miller |MM96| . due à Y. Chen, H. Glover et C. Jensen |CGJ05| . d'un espace 
contractile sur lequel FR(G) agit de manière intéressante. On en déduit ^2A\ une suite spectrale 
convergeant vers iï*(FR(G)) dont la g-ème ligne du terme est de la forme 7ï* (A, A ^ Hq{RoS)), 
où X est un ensemble ordonné fini décrit en termes d'arbres, S est un foncteur de X dans la 
catégorie des ensembles pointés, et R est un foncteur de la catégorie des ensembles pointés dans 
les groupes. Cette description nous permet d'utiliser les efficaces techniques d'algèbre homologique 
sur les petites catégories (cf. par exemple B. Mitchell |Mit72| . T. Pirashvili (Pir93j) et J.-L. Loday 
|Lod98| brièvement rappelées au paragraphe 11.31 pour montrer que cette suite spectrale s'effondre 
sur sa première colonne dès le terme E'^ et pour identifier précisément cette première colonne (j2.5p . 
La conclusion s'ensuit. 

Le théorème de Kurosh (cf. par exemple |Ser77| . §5.5) implique que si chaque facteur Ge de 
G = {Ge)eeE est irréductible pour le produit libre, et si aucun d'entre eux n'est monogène infini, 
alors l'inclusion S]Aut(G) C Aut{*eeEGe) est en fait une égalité. Le théorème [2] implique donc le 
théorème [TJ 

Note. Dans un article en préparation |Gri| . le troisième auteur élabore une théorie des produits sur 
un complexe diagonal, pour étudier les propriétés d'une classe de groupes généralisant les groupes à 
angles droits d'Artin, qui contient les groupes de Fouxe-Rabinovitch. Deux des résultats importants 
de notre démonstration, les propositions 12 .41 et 12 . 51 admettent dans cette théorie un énoncé plus gé- 
néral, reposant également sur les constructions de |MM96) et |CGJ05| . revisitées dans un contexte 
combinatoire beaucoup plus vaste et adapté au contexte des automorphismes des produits libres. 
Le phénomène sous-jacent de théorie des groupes est la propriété de réductibilité des pics démontrée 
par D. CoUins et H. Zieschang |CZ84| . qui est l'ingrédient principal aussi bien des démonstrations 
de contractibilité dans [MM96] et [CGJ05] (contractibilité cruciale dans le présent article) que de 
la mise en évidence par N. Gilbert [Gil87j d'une présentation par générateurs et relations de FR(G) 
(nécessaire dans |Gri| pour identifier ce groupe à un produit sur un complexe diagonal) bien plus 
simple que celle donnée initialement par D.I. Fouxe-Rabinovitch |FR4I| . Dans [Grij . le troisième au- 
teur utilise également des constructions introduites par H. Abels et S. Holz dans |AH93| . Le résultat 
final de |Gri| peut permettre de retrouver la stabilité ici abordée ; le but du présent travail consiste 
à montrer comment on peut se contenter de résultats plus qualitatifs (donc plus faciles à obtenir) 
que [Grij pour obtenir la stabilité de l'homologie sans la calculer complètement, à condition de tenir 
soigneusement compte des fonctorialités. De fait, l'article |Gri| calcule explicitement les foncteurs 
polynomiaux qui interviennent dans ce travail, dont le caractère qualitatif permet d'espérer des uti- 
lisations plus générales pour la stabilité homologique (qu'on ne peut établir qu'exceptionnellement 
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par un calcul complet des groupes d'homologie) . 
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1 Effets croisés et stabilité homologique 

Notation 1.1. On note ens la catégorie des ensembles finis, Gr la catégorie des groupes et Ab 
celle des groupes abéliens. 

La catégorie dont les objets sont les ensembles finis et dont les morphismes sont les fonctions 
est notée F. La sous-catégorie de F ayant les mêmes objets, mais dans laquelle les morphismes sont 
les fonctions injectives est notée Q. 

Pour un morphisme f : A ^ B de l'une de ces catégories, on note s(/) le domaine de définition 
de /. 

Remarque 1.2. La catégorie F est équivalente à la catégorie des ensembles finis pointés : l'équivalence 
s'obtient en associant à un ensemble pointé le complémentaire de son point de base et à une 
application pointée la fonction définie sur le complémentaire de la préimage du point de base du 
but qu'elle induit. 

1.1 Effets croisés 

Remarque 1.3. Ce paragraphe s'inspire principalement de |EML54| . chap. IL 

Dans la catégorie 8, on dispose, pour tout objet E, et tout sous-ensemble M C E, 

• d'un morphisme if,j G Home (M, i?) représenté par le diagramme M = M C E, 

• d'un d'un morphisme r^ € lîom.Q{E, M) représenté par le diagramme E D M — M. 

• et donc d'un idempotent dE,M = «m ° '^^ ^■ 

On constate que ces idempotents ont les propriétés suivantes : 

Pl. pour tous sous-ensembles Af et de E, on a les égalités dE,M ° dE,N = c?_E,Af o c?_e,m = 
dE,MnN, 

P2. pour tout morphisme /:£'—> de F, pour tout sous-ensemble AI de E, on a l'égalité 

/ o dE^M = dp.fiM) ° /• 

Soient C une catégorie, et A une sous-catégorie de F contenant O. On note C î A la catégorie dont 

• les objets sont les couples {E, {Ce)eGE) composés d'un objet £' de A et d'une famille indexée 
par E d'objets de C, 
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• les morphismes entre deux objets {E, {Ce)eeE) et {F, ((7g)eeF) sont les couples (/, (7e)ees(/)) 
composés d'un morphisme f : E ^ F de A et d'une famille indexée par s{f) de morphismes 

7e : Ce C^(g) de C. 

Pour un objet C = {E,{Ce)eGE) de C ; A et un sous-ensemble M de E, on pose pm{C) = 
{M, {Cp),,^m)- Les morphismes i^Jj et r|f de Q se relèvent do façon unique en des morphismes 
i'j^ G Homc^ (9 (Pm(C), C) et € Homci;e(C', pm{C)) respectivement, la notation Ci désignant la 
catégorie discrète sous-jacente à C. On note de, m = *m ° '''c l'idempotent associé de '&nAc\tv{C). 

Soient A une catégorie abélienne, et T : C ^ A — >^ ^ un foncteur. Pour un objet C = (Ce)eeB et 
un sous-ensemble M de E, on pose 

crM{T){C)= fl ker(T(dc,c/))nim(T(rfc,M)) 
et cr(T)(C) = criî(T)(C). 

Remarque 1.4. On peut définir de la même façon des effets croisés en supposant que A contient 
seulement une sous-catégorie de T plus petite que 6 (on a besoin seulement d'inclusions) ; ce raffi- 
nement, plus technique à mettre en œuvre, ne nous sera pas utile. 

Lemme 1.5. Soient A une sous-catégorie de F contenant 6, C une catégorie, A une catégorie 
abélienne, etT:ClA^Aun foncteur tel que T{0) = 0. 

1. Soit f : C D un morphisme de C l A. Alors l'image par T(f) de crM{T){C) dans T{D) est 
contenue dans crf(^M){T){D) et cette image est nulle si M n'est pas contenu dans s{f). 

2. Le morphisme T{i'^j) : cr{T){pM{C)) — > crM{T){C) est un isomorphisme. 

3. Pour tout objet C = {Ce)e&E de Cl A, on a l'égalité 

T{C) = crM{T){C) . 

MCE 

Démonstration. Les deux premiers points sont des conséquences immédiates de la propriété P2. 
Démontrons le troisième point. Pour un ensemble E, notons 'P(S) l'ensemble des parties de E. 

Soit C = {Ce)eeE un objet de C ? A, et T mi foncteur ClA^A vérifiant l'égalité T(0) = 0. Les 
endomorphismes {T{dc,M))Me'P{E) forment d'après PI un système commutatif d'idempotents de 
T{C). On a donc une égalité 

^(^) = ( n ker(r(dc,A)) ) n ( fl MT{dc,A)) 

PCV(E) KAeP / \A^P 

Pour P c V{E) fixé, posons M = n^gpA. Alors d'après la propriété PI, on a l'égalité 

fl im{T{dc,A)) = im(T(dc,M)) 

A(P 

et l'hypothèse T(0) = implique que 'ker{T{dc.A)) H im{T{dc.M)) est nul dès que A n'est pas 
strictement contenu dans M. On en déduit que le sommant associé à P C 'P{E) est nul sauf si P 
est un sous-ensemble du type P = {A £ 'P{E), A C M}, d'où la conclusion. □ 
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1.2 Stabilité homologique 

Remarque 1.6. Dans ce paragraphe, on s'inspire sans vergogne de travaux de S. Betley. Le théo- 
rème 11.101 ci-après généraUse en effet le résultat de stabiUté homologique à coefficients tordus pour 
les groupes symétriques établi dans le §4 de |Bet02) . 

On fixe dans la suite une sous-catégorie A de F contenant Q et un foncteur T : Cl A Ah. 

Soit C = (Ce)eG£; un objet de C ? A. On pose Gc = Autc(A(C). On note Vc l'ensemble des 
éléments de la forme pm{C), M parcourant l'ensemble des parties de E. Un tel élément A = pm{C) 
étant donné, on pose C — A = pe-m{C). On dispose d'un monomorphisme Ga Gc obtenu en 
étendant un automorphisme de A par l'identité sur C — A, qui fournit un morphisme de G^-modules 
T{A) ieB%^T{G) et donc par adjonction un morphisme de Gc-modules indQ^T(A) T{G). On 
en déduit un morphisme 

r1c,A.^ ■■ H,{Ga;T{A)) ^^^^ H,{Gc;i^à%lT{A)) ^ iî,(Gc; r(C)). 

Proposition 1.7. On garde les notations ci-dessus. On suppose que : 

1. T{0) = 0, 

2. pour U eVc- Gc-Va, on a cr(T){U) = 0, 

3. pour U £ Va de cardinal strictement supérieur à d on a cr(T){U) — 0, 

4-. pour U Çz Va de cardinal inférieur ou égal à d, l'application Hq{GA-u\'^) ^ Hq{Gc-u'i'^) 
est un isomorphisme pour q < i et un épimorphisme pour q = i + 1. 

Alors rjc,A.i ■ Hi{GA', T{A)) — Hi{Gc\ T{G)) est un isomorphisme et rjc.A.i+i est un épimorphisme. 

La démonstration de cette proposition (ainsi que celle de la proposition suivante) utilise la 
remarque suivante. 

Remarque 1.8. Soient (Ep q,dp q) et ('E^ q,'dp q) suites spectrales du premier quadrant, de type 
homologique (i.e. avec d^ de degré {—r,r — 1)). Soit ^ : Ep ^ ^ '^p g) morphisme de suites 
spectrales. Considérons les propriétés 

Pi(r, i) le morphisme fip ^ est un isomorphisme pour tous p, q tels que p + q < i et nn épimor- 
phisme pour tous p, q avec p + q~i + letO<q<i, 
P{{r, i) le morphisme fip ^ est un isomorphisme pour tous p, q tels que p + q < i et nn épimor- 
phisme pour tous p, q avec p + q = i + letO<q<i, 
P2{r,i) la propriété P[{r,i) est vérifiée, et le morphisme /.t^ ^ est un épimorphisme pour tous 
p, q tels que p + q < i + 1. 
Le lemme des cinq montre que si P{(r, i) est vraie, alors P{ (r -|- 1, i) est vraie, et que si P2{r, i) est 
vraie, alors P2{r A-l^i) est vraie. Si de plus on sait que les différentielles dp Q sont nulles pour tout 
r, alors la propriété Pi(r, i) implique la propriété Pi(r -|- 1, i). 
Une nouvelle application du lemme des cinq permet d'en déduire que si 

> Hp+q 

fJ-p+q 

> 'Hp+q 

est un morphisme de suites spectrales, alors 



^P,q 



'e: 



p,q 
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- si la propriété P[{2,i) est vérifiée, le morphisme /i^ : H s — 'H s est un isomorphisme pour 

s < î, 

- si la propriété P2(2,i) est vérifiée, le morphisme /ig : Hg — !• 'Hg est un isomorphisme pour 
s < î et un épimorphisme pour s < i + 1, 

- Si les différentielles dp q sont nulles pour tout r, et si la propriété Pi(2,i) est vérifiée, alors 
fis : Hs —> 'H s est un isomorphisme pour s < i. 

Démonstration de la proposition. On choisit un système de représentants Je du quotient Vc/Gc- 
Vue dans la catégorie des Gc-nrodules, l'égalité du troisième point du lemme [TTïï] s'écrit 

ueJc 

Pour A G Vc-, l'application naturelle Va — > Vc/Gq passe au quotient pour donner une injection 
Va/G A Vc/Gc- Posons Ja — Je ^ Va- L'application T{i'^j) se décompose sous la forme 

Indg^xG._.(cKT)(t/))^ Resg^Indg-,Cc-.(cKr)(C/)). 
U£Ja ueJc 

Le morphisme indg^r(A) T{G) obtenu par adjonction prend donc la forme 

Indg^xG._.MT)(L/))-> Indg-,c^_^(cr(r)({/)). 
ueJA U£Jc 

Le morphisme rjc,A,i ■ Hi{GA] T{A)) — >■ Hi{Gc', T{G)) se décompose ainsi en la somme, sur U G Ja, 
des morphismes 

hu,^ : H,{Gu X GA-u]cr{T){U)) ^ H,{Gu x Gc-u\cr{T)(JJ)) 

et du morphisme 

r:0^ H,{Guy.Gc-U:Cr{T){U)) . 
ue.Jc-JA 

Considérons le morphisme de suites spectrales de Lyndon-Hochschild-Serre 

Hj,{Gu\H,{GA-u\cr{T){U))) =^ H.p+,{Gu x Ga-u\ cr(T){U)) . 

Hp{Gu;Hg{Gc-u;cr{T){U))) Hp+g{Gu x Gc-u;cr{T){U)) 

Les actions de Gjj sur Hq{GA-u]'^) et de Gc~u sur cr{T){U) étant triviales, la formule des 
coefficients universels montre que si Hq{GA-u\ Z) Hq{Gc~u] Z) est un isomorphisme pour q < i 
et un épimorphisme pour g = i + 1, la condition P2{2,i) de la remarque ci-dessus est vérifiée, et 
donc que huj est un isomorphisme et est un épimorphisme. 

Si de plus cr{T){U) est nul pour [/ e Va — G{A).Vm, alors le morphisme r est un isomorphisme 
pour tout i. □ 

Un foncteur T : Cl K ^ Ab est dit polynomial de degré au plus d, si T(0) = et si cr{T){C) est 
nul pour tout objet G — {Ge)e£E avec card(£') > d. 
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Proposition 1.9. Soit k : C l A ^ Gr un fondeur, C un objet de Cl A. Si 

- pour q > 0, le foncteur Hq o k est polynomial de degré au plus d[q), 

- l'inclusion Va/G a C Vc/Gc est une égalité, 

- pour tout g G [1,* — 1], pour tout U E Va non vide de cardinal inférieur ou égal à d{q), le 
morphisme 

cre.u ■ H({Ga-u', Z) — > Hi{Gc-Ui Z) 

est un isomorphisme pour i < i — q et un épimorphisme pour £ = i — q + 1, 

- ai^0 est un isomorphisme pour i < i, 
alors le morphisme 

Ijii : HeiMA) x Ga; Z) ^ He{K{C) x Gc; Z) 

est un isomorphisme pour £ < i. Si de plus 
~ o'i+1,0 est un épimorphisme, 

- pour tout U G Va non vide de cardinal inférieur ou égal à d{i), le morphisme ai^jj est un 
épimorphisme, 

alors /ii+i est un épimorphisme. 

Démonstration. Notons ^{C) le terme général de la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre 
associée à l'extension Gc x k(C), et pour A G Vc, considérons le morphisme de suites spectrales 



Elq{A)^HpiGA;Hq{K{A))) 



Hp+q{GA x «(^);Z) 



Elq{C) = Hp{Gc;Hq{K{C))) =^ Hp+q{Gc k Z) 



Les extensions étant scindées, les morphismes dp g sont nuls. Il suffit donc, d'après la remarque 11 .81 
pour pouvoir conclure que fi{ est un isomorphisme pour £ < i (resp. un épimorphisme pour £ < i+1), 
de vérifier que la propriété Pi(2,i) (resp. P2(2,i)) est vérifiée. C'est exactement ce que l'on peut 
déduire des hypothèses grâce à la proposition précédente. □ 



Soit C — {Gx)xex un objet de C ; O. La relation ^ définie sur X par x ~ a;' si Cx et 
sont isomorphes (dans C) est une relation d'équivalence. On note C{x) la classe d'équivalence de x. 
Choisissons un système de représentants S de X/ ^. On a un isomorphisme 

Autc,e(C^) - Il n Autc(C,0 x 6(C(a;)) 
xes \ \x'ec{x) J 

Notons Gc ce groupe d'automorphismes. 

Théorème 1.10. Soit n : C l Q ^ Gr un foncteur tel que pour tout q > 0, le foncteur G i— 
Hq{K{G);Z) soit polynomial de degré au plus 2q. Soient G = {Gx)xex un objet de Cl Q, M un 
sous-ensemble de X, et A — {Gx)xeM- Pour que le morphisme naturel 

r]c,A,i : He{K{A) x Ga; Z) ^ Hi{K{G) x Gc; Z) 

soit un isomorphisme pour £ < i et un épimorphisme pour £ < i + 1, il suffit que 
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- l'inclusion naturelle M/ > X/ ^ soit une égalité, 

- pour tout X e M, l'inclusion A{x) C{x) soit une égalité ou bien que le cardinal de A{x) 
soit supérieur ou égal à 2i + 2. 

Démonstration. Elle se fait en deux étapes : 
A] On considère d'abord la situation suivante : 

- C est la catégorie discrète {!,..., m}, 

- Kl, . . . , K„i sont des groupes, 

- K : Cl K Gr est le foncteur qui à {ni)ii=j associe Hie/ ^ni- 

Le théorème de Kiinneth montre que le foncteur Hq o k, est de degré au plus q. 
Les travaux de Nakaoka |Nak60| sur l'homologie des groupes symétriques nous apprennent que si 
Y est un ensemble fini, si X est un sous-ensemble de Y , alors l'application Hp{&{X)) Hp{&{Y)) 
est un monomorphisme pour tout p, et est un isomorphisme si card(X) > 2p. 

On déduit donc de la proposition 1 1 .91 que si C est un objet de C l A, si A est un élément de Vc, alors 
l'application 

Cm \ / m 

Y[ l e{A{n)) \ ^HAl[Kr,l e{C{n)) 
n=l ) \n=\ 

est un isomorphisme pour l < i (resp. un épimorphisme pour ^ < i + 1) dès que l'on a l'égalité 
Va/Ga = Vc/Gc, et que pour tout n e [1,to], ou bien l'inclusion A(n) C C(n) est une égalité, ou 
bien on a card(yl(n)) > 2i + f (resp. card(A(n)) > 2î + 2), 

BJ Le théorème s'ensuit alors directement de A] et de la proposition 11.91 appliquée à la situation 
suivante : 

- C est une catégorie quelconque, 

- /t : C ) A — > Gr est un foncteur tel que pour tout q, le foncteur Hq o k soit de degré au plus 2q. 

□ 



1.3 Algèbre homologique sur les petites catégories 

On utilisera l'écriture a E J pour spécifier que a est un objet d'une petite catégorie J. 

Soient k un anneau commutatif (dans la suite de ce texte, on prendra toujours fc = Z), et J une 
petite catégorie. On note 

- k[J] l'anneau dont le groupe abélien sous-jacent est 

A;[Homj(a,6)] 

a,fcg J 

et dont la multiplication est définie par 

, J 7 o 7' si source(7) = but(7') 
^''^ y sinon ' 

- J — Mod la catégorie des foncteurs J ^ k — Mod, 

- P/ :— k[îlomj{a, — )] pour a G J, 

- g: J°P X J ^ k- Mod le bifoncteur fc[Hom,/(-, -)]. 

- kle foncteur identiquement égal à k. 
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Un résultat bien connu de Mitchell |Mit72| § 7 affirme d'une part que le foncteur évident e : J — 
Mod — > A;[J] — Mod est pleinement fidèle et d'autre part que si J n'a qu'un nombre fini d'objets alors 
£ est une équivalence de catégories. Dans ce travail, on pourrait se ramener, au prix de quelques 
spécialisations, à cette situation, mais nous préférons faire des rappels d'ordre plus général. 

La catégorie J — Mod hérite de la catégorie k[J] — Mod, via e, les propriétés suivantes : 

- c'est une catégorie abélienne, 

- elle est munie d'un produit tensoriel — ®j — : — Mod x J — Mod k, 

- elle a assez de projectifs : l'égalité e{J_) — k[J] montre que les foncteurs P/ sont projectifs (ce 
qui s'ensuit aussi du lemme de Yoneda), et que tout foncteur de J — Mod admet une résolution 
projective (et admet même une résolution par des foncteurs qui sont somme directe de copies 
de J). 

Soient F E J — Mod et G S J°p — Mod deux foncteurs. On note les isomorphismes canoniques 
k^j F c^coliiRj F , îlomj_Mod{P^,F)^F{a) , Pf"<»jFc^F{a) , G®jP;^c^G{a) . 

Soient C* et deux complexes de chaînes N-gradués de J — Mod et J°^ — Mod respectivement. On 
a deux suites spectrales ^ E^^^ = Hp{Hq{C^) D*) et E^^^ = Hp{C^ ®j Hq{D^)) qui convergent 
vers Hp^q(Tot{C^,, D^)), la notation Tot^C,,, D,,) désignant le complexe total du double complexe 
C* <®j D^. On en déduit que le calcul des foncteurs dérivés de — ®j —, notés Toi"^ peut se faire 
indifféremment en résolvant la première ou la seconde variable, et que l'on a de manière générale 
une suite spectrale 

Elq^T0I-l{F,Hq{C,)) => Hp+q{F®jC,) . (1.3.1) 

Soient J et K deux petites catégories et F : J ^ K un foncteur. Par précomposition de K 
avec F, on en déduit un bifoncteur F*{E) € J°p x K - Mod. Le foncteur F,{-) = F*{E) ^ 
J — Mod K — Mod est adjoint à gauche du foncteur F* : K ~ Mod — > J — Mod, et l'on a un 
isomorphisme naturel 

F*{M)®j N ^ M ®K E{N) . (1.3.2) 

Soient N e J ~ Mod et M e K - Mod. De p.3.ip et p. 3. 2p . on déduit une suite spectrale 

Elq = Torf (Af, L,F,(iV)) ^ Tor;^+,(P*(M), iV) , (1.3.3) 

la notation LigEt^N) désignant le g-ème foncteur dérivé à gauche de F, évalué en N. Ces foncteurs 
dérivés sont naturellement isomorphes à ToTq{F* (E), N) : a ^ Torq{F*{P^'"'),N). 

On peut encore écrire 'LqF\{N){a) ~ Hq{Jp,TT* N) naturellement où Jp est la catégorie dont 
les objets sont les couples {b,(p) où b E J et ip E llomK{F{b), a), les morphismes {b,(p) — {b',(p') 
étant les morphismes u : b b' de J tels que cp — ip' o F{u), et tt : — > J {b,ip) i—^ b le foncteur 
canonique. (En effet, on dispose d'une bijection canonique 

Homj(6,7r(x)) ~ |J llomja{{b,(p),x), 

ipeïiomj{F{b),a) 
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d'où l'on déduit 7r*P/ ~ 0^eHom,(f (b),a) ^(ï^) puis 

Tor:^^(G,^*F) ~Tor^(6K^ G(6,^),f) .) 

ipeHom,7(F(6),a) 

En particulier, prenant N = k, notre suite spectrale (jl.3.3p peut s'écrire : 

El^^Toi'piM^a^H.iJ^)) ^ ToT'p+^iF*{M),k) ^ Hp+g{J,F*{M)) . (1.3.4) 

Exemple 1.11. Soit i : £7 — F l'inclusion de la sous-catégorie de F ayant les mêmes objets et dont 
les morphismes sont les surjections partout définies. On se permet de remplacer implicitement ces 
deux catégories par des squelettes pour en faire de petites catégories. Pour T G 57 — Mod et a G F, 
on a 

Z!(r)(a) =z*(Ff')®or= (0fc[Homr(z(£;),a)]«)fcr(£;)]/5 , 

le sous-module S étant engendré par les éléments ^p® x ~ idu ® T{(p){x) avec ip G Homn(Af', M) 
et ce G T{M'). On en déduit un isomorphisme 

z,XT)iE) = T{M) . 

MGE 

Le premier point du lemme [TTSl montre que les effets croisés définissent un foncteur cr : F — Mod 
Q — Mod, et le second et le troisième point de ce même lemme montrent que it est un inverse de 
cr. Cette équivalence de Morita montre en particulier que l'on a des isomorphismes naturels 

Torî^(M, A^) ~ Tort^(cr(M),cr(Af)) . (1.3.5) 

Cette équivalence est due à Pirashvili (cf. |PirOOa) . ou [PirOObj V Pour des résultats d'équivalence 
de Morita « à la Dold-Kan » extrêmement généraux (mais n'utilisant pas explicitement d'effets 
croisés), on pourra aussi se reporter à l'article |Slo04| de Slominska. 



2 Homologie des groupes de Fouxe-Rabinovitch et des auto- 
morphismes symétriques d'un produit libre 

Soient G = (Ge)eeE une famille finie de groupes et G le produit libre de cette famille. Le groupe 
de Whitehead Wh(G) de G est la préimage par l'application naturelle PAut(G) YieeE Aut(Ge) du 
sous-groupe J^^^^ Inn(Ge), la notation lmi{H) désignant le groupe des automorphismes intérieurs 
d'un groupe H. Il est engendré par les automorphismes du type 

0, ^ f 7e si e ^ 7 ^ 

af j : 7e G Ge ^ <i „ „, „-i „; „ _ avec G G, 



g^jegt SI e^j 



On note les relations 



afJoaf^ = a^^f' si card{i,j} = 2 

^ card{î, j, /} = 3 (2.0.6) 

"f , ° ("f",, ° «fv<) = 7 ° ^'d ° "^7 si card{i, i', j'} = 3. 
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Ce groupe de Whitehead contient en particulier le sous-groupe Inn(G), qui est distingué. Le 
quotient Wh(G)/Inn(G) est noté OWh(G). 



Dans |MM96) . D. McCullough et A. Miller construisent un ensemble ordonné contractile MM(G) 
de dimension card(i?) — 2 sur lequel agit de façon intéressante le groupe OWli(G) : (a) l'action est 
fidèle, (b) le quotient est compact et (c) les stabilisateurs des drapeaux sont bien compris. 

Posons = Eu {★} et complétons G en G+ = {Ge)e£E+ en choisissant un groupe non trivial G*. 
Dans |CGJ05| . Y. Chen, H. Glover et C. Jensen constatent que l'injection Wh(G) OWh(G+) 
permet de construire un Wh(G)-sous-ensemble ordonné du complexe MM(G+) ayant les propriétés 
(a), (b) et (c), et démontrent la contractibilité de ce nouvel ensemble ordonné (qui ne dépend pas 
du choix de G*) pour G* = Z/2. 

Soit Gr/Po la catégorie des actions de groupes sur des ensembles ordonnés, autrement dit la 
catégorie 

- dont les objets sont les triplet A = {Ga, Xa, IJ-a) consitués d'un groupe G a, d'un ensemble 
ordonné Xa, et d'un morphisme iia ■ G a Aut(X^), 

- dont les morphismes de source un objet A et de but un objet B sont les couples (7, iç) 
constitués d'un morphisme de groupes 7 : G a Gb et d'un morphisme d'ensembles ordonnés 
tp : Xa — ^ Xb tels que l'on ait les égalités ip{^A{g)-x) — pLB{l{g))-'^{x) quels que soient g £ G a 
et a; G Xa- 

L'objet de cette section est de montrer comment utiliser la construction de |CGJ05| pour obtenir 
un foncteur C : Gr l G Gr/Po et d'en tirer les conclusions qui s'imposent. 

2.1 Le complexe de Chen-Glover- Jensen 

Nous proposons ici un bref apperçu de la construction. Pour plus de détails, le lecteur peut se 
référer à |MM96| et |CGJ05| . 

Soit Je l'ensemble des arbres bipartites étiquetés par plantés en Tkr, ordonné par la relation de 
pliage (voir la figure 1). Dans un tel arbre, il y a trois types de sommets : des sommets étiquetés, 
des sommets muets, et la racine Un sommet étiqueté n'a pour voisins que des sommets muets, 
un sommet muet n'a pas de voisin muet, et n'est jamais une feuille, la racine a un unique voisin 
muet. Le plus petit élément de Je, qui ne contient qu'un sommet muet, et dont tous les sommets 
étiquetés sont des feuilles, est noté Ne- 




Figure 1 - Un pliage d'arbres bipartites plantés étiquetés par {1, . . . , 7} 



12 



Soient G — {Ge)eeE une famille finie de groupes et A un élément de Je- Un autoniorphisme de 
Whitehead de G relatif à la base G, de facteur opérant £ G E est supporté par A si, pour toute paire 
de sommets étiquetés contenus dans une même composante connexe de A — £, on l'égalité 
ge.i = ge,j, et si gi^i est trivial lorsque i est dans la composante connexe de *. 

Soit B l'ensemble des familles p(G) = (p(Gi), . . . , p{Gn)) obtenues en appliquant à G un élément 
de Wh(G). Soit ^ la relation d'équivalence sur le produit B x Je engendrée par (BjA) ^ {pQ,A) 
pour tout autoniorphisme de Whitehead p de G relatif à B supporté par A. 

Notation : si B est un élément de S et A un élément de J^;, on note (B, A) la classe d'équivalence 
de (B,A). 

La relation d'ordre < définie plus haut s'étend au quotient {B y. A)/ ^ : 

(B,A) < (B',A') ^ {B,A') ^ {B',A') et A < A' 

et en fait un ensemble ordonné que nous notons Xq, muni d'une action (par automorphismes 
d'ensembles ordonnés) du groupe Wh(G) (définie sur les représentants par a.{B,A) = {a.B,A)). 

Théorème de Chen-Glover-Jensen. L'ensemble ordonné Xq est contractile. 

Remarque 2.1. Dans |CGJ05| . on suppose dès le début que tous les groupes Gi sont finis, mais cette 
hypothèse n'intervient pas dans la démonstration du premier théorème reformulé ci-dessus. 

2.2 Action du groupe de Fouxe-Rabinovitch sur Xq 

On garde les notations du paragraphe précédent. On note Eg l'étoile du sommet (G, Ne)- 

Lemme 2.2. L 'action du groupe FR(G) sur Xq admet pour domaine fondamental le sous-ensemble 
ordonné Eq . 

Démonstration. Il suffit de démontrer que l'action est transitive sur les sommets minimaux. Disons 
que deux sommets minimaux sont voisins si l'intersection de leurs étoiles est non vide. Soit (H, N) 
un sommet minimal de Xq. Il existe une suite de sommets minimaux (H.;, N)'î^i tels que l'on ait 

(Ho,7V) = (G,iV) , {ïik,N) = {ïl,N) 

et tels que pour i G [fc — 1], le sommet (H^, A^) soit voisin du sommet {Hi^i, N). 
Il suffit donc de démontrer que deux sommets minimaux voisins sont dans la même orbite. Si 
(H,A^) et {îi',N) sont voisins, il existe un arbre A tel que les sommets (H, A) et (H', A) soient 
égaux, autrement dit il existe une suite (pi, . . . , p^) d'automorphismes de Whitehead supportés par 
A, relatifs à la base H, tels que l'on ait l'égalité ps ■ ■ ■ pi-G = H. Il suffit donc, pour que l'affirmation 
soit vraie, qu'elle le soit pour s = 1, ce qui est évident. □ 

Notation 2.3. On note ac ■ FR(G) Aut(XG) l'action du groupe de Fouxe-Rabinovitch de G 
sur Xq. 

2.3 Fonctorialité 

La construction précédente permet d'associer à tout objet G = {Ge)eeE de Gr l 9 un objet 
C(G) ~ (FR(G), Xq, ac) de Gr/Po. Montrons comment étendre C en un foncteur. 
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On commence par étendre E ^ Je en un foncteur J : — > Po. Soit f : E ^ M E' xm 
morphisme de Q. On note Jf : Je ^ Je' le morphisme d'ensembles ordonnés associant à un arbre 
planté A étiqueté par une fonction s : i? — î- sommets(yl) l'arbre planté A' étiqueté par la fonction 
s' : E' sommets (A') obtenu par la recette suivante : 

- pour chaque sommet S àe A étiqueté par un élément de i? — «(Af), on replie sur une même 
arête toutes les arêtes issues de S, 

- on coupe toutes les feuilles étiquetées par un élément de i? — w(M), 

- on étiquette le résultat A" par la fonction s' : v{M) — > sommets(y4") définie par s'{v{m)) = 
s(u(m)), 

- on ajoute, pour chaque élément e de £" — v{M), une feuille, étiquetée par s'(e), voisine de 
l'unique voisin muet de 

Soient maintenant E et E' deux ensembles finis, G = {Ge)eeE et G' = (Gg)ee-E' deux objets de 
Gr î O et / : G -> G' un morphisme de Gr 1 0. On note 7 : FR(G) FR(G') le morphisme qui s'en 
déduit. Soit B = a{G) un élément de Bg (avec a G FR(G)). On pose (po(B) = 7(0). G'. On définit 
(pf : Xq Xg' par la formule (pf{{B,A)) = {(po(B), Jf {A)). 

Le foncteur C auquel il est fait allusion dans l'introduction de cette section est obtenu en posant 
= (7/,V/)- 

2.4 Stabilisateurs 

Soit A un objet de Je (que l'on considère indifféremment comme un ensemble ordonné ou une 
catégorie). Pour e & E, notons le sommet étiqueté par e, et Vf l'ensemble des composantes 
connexes de A — Sf distinctes de celle de la racine 

Soit A < A' nn morphisme de Je- La partition Vf raffine la partition Vf. Soit /^'"^ la fonction 
associant à un élément de l'ensemble Vf (une partie) l'élément le contenant de Vf (cette fonction 
n'est donc définie que sur les parties de Vf qui ne sont pas contenues dans la composante connexe 
de la racine de A). 

Soit Fe : Je ^ (r-^)°P le foncteur associant 

- à un arbre A de Je l'objet {Vf)eeE (chaque partition Vf étant naturellement pointée par la 
partie contenant la racine), 

- à un morphisme A < A' le morphisme {ff'^ )e£E- 

Soient maintenant G = (Ge)eGS un objet de GrjO. On note Dq le foncteur (r^)°P — > Gr associant 
à (Pe)eeiî le groupe U^^e Gf^~^*^ ■ 

Soit (G, A) un sommet de Xq contenu dans l'étoile de (G, A). Le stabilisateur 5(G, A) de (G, A) sous 
l'action de FR(G) est le sous-groupe formé des automorphismes de Fouxe-Rabinovitch supportés 
par A relativement à la famille B. Les relations 12.0.61 montrent que l'application 

DgoFeIA) ^ 5(B,A) 

ii9p)pev;^-{*})eeE '-^ n n naffp 

e£E Pev^ peP 

est un isomorphisme. 

En particulier, le stabilisateur d'un drapeau de Xq est aussi celui de son plus petit sommet, et pour 
(B, A) < (B, A'), l'injection S(B,A) — > S(B,A') applique un générateur IlpeP Q^e^ 1^ produit 
Ilp'ev^'. P'cP UpeP' "ej)' autrement dit, est Dq o Fe{A < A'). 
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Puisque Xq est contractile, la construction de Borel fournit finalement le résultat suivant. 

Proposition 2.4. Les fondeurs FR : Gr ; Q Gr et G = {Ge)eeE '-^ coMmj^DQ o Fe sont 
isomorphes. De plus, il existe une suite spectrale naturelle en G = {Ge)eeE G Gr ; Q 

El, = Hj,[Je; HgiDG oFe;Z))^ Kp+g(FR{G); Z) 

(où 'Hq{DQ o Fe] Z) désigne le Joncteur A ^ Hg{DQ o Fe{A); Z)). 

2.5 Effondrement de la suite spectrale 

Soit J-E le sous-ensemble de Je constitué des arbres A dont tous les sommets muets, sauf 
peut-être le sommet voisin de la racine, sont bivalents. 

Le résultat suivant est essentiellement une reformulation du théorème 3.5 de [Grij . 

Proposition 2.5. Soit : (T^'^°p — > Ab un fondeur. Il existe un isomorphisme naturel 

Ho{Je;ToFe)^ crF,(A){T) 

tandis que H„ {Je', T o Fe) est nul pour n > 0. 
Démonstration. On examine la suite spectrale 11.3.41 

= Torf (r,X Hgilx)) ^ Hp+giJE;T o Fe) 

la notation Ix désignant, pour tout ensemble fini X, l'ensemble ordonné des couples {A,(p) 
composés d'un arbre A de Je et d'une fonction ip = {ipe)e£E £ ^^{Fe{A),X), la relation d'ordre 
étant définie par 

(A, (fi) < {A', ip') si A < A' et (fi' = ipo FEiA < A'). 

Soit {A, if) un élément de Ix, et e un sommet étiqueté de A, à distance k de la racine. Les 
composantes connexes de A — e sont en bijection avec l'ensemble AI^ des arêtes (e, m) où m parcourt 
l'ensemble des voisins de e, qui sont tous à distance /c -|- 1 de la racine, sauf un, disons me, qui est à 
distance k—1. Soit Pe{A, (p) l'unique élément de Ix inférieur ou égal à {A, (f) dont l'arbre est obtenu 
en repliant sur (e, rug) toutes les arêtes (e, m) de Mg sur lesquelles (p,. n'est pas définie. L'application 
Pe est un endomorphisme idempotent de l'ensemble ordonné Ix vérifiant l'inégalité Pe{x) < x pour 
tout X, et fournit donc une rétraction de Ix sur son image. De plus, pour tous e et e', les rétractions 
Pe et Pg commutent. Soit p^ la composée de toutes ces rétractions. L'image I'^ de p^ est constituée 
des couples {A, ip) dans lesquels ip est une application. Soit {A, ip) un tel élément. Pour un sommet 
étiqueté e à distance k de la racine, notons p^{A,ip) l'unique élément de l'x supérieur ou égal à 
{A, (p) dans lequel tous les sommets muets voisins de e à distance k + 1 sont bivalents. L'application 
p'^ est un endomorphisme idempotent de l'ensemble ordonné I'^ vérifiant l'inégalité p'^ix) > x pour 
tout X, et fournit donc une rétraction de l'x sur son image. De plus, pour tous e et e', les rétractions 
Pe et Pg commutent. Soit la composée de toutes ces rétractions. L'image de p"!" étant discrète, les 
composantes connexes de Ix sont contractiles, et on a un isomorphisme IIq(Ix) — ® Ra{X), la 
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notation Ra désignant le foncteur X M> Ra{X) — Z[ens^(FE(yl), X)]. En particulier, notre suite 
spectrale se réduit à un isomorphisme naturel 

H^{Je;ToFe)^ ToyI\t,Ra) . 

L'isomorphisme [1.3.51 montre que, pour tout objet Y de , le foncteur Z[ens-^(Y, — )] : (r-^)°P — 
Ab est projectif et que son produit tensoriel au-dessus de avec T s'identifie naturellement à 
cry(r). □ 

Remarque 2.6. On peut préciser complètement la fonctorialité en E de l'isomorphisme donné par 
la proposition 12.51 Le cas d'un morphisme général de 8 nécessite quelques précautions ; toutefois 
il est facile de voir qu'une injection (partout définie) d'ensembles finis E ^ E' induit l'inclusion 
canonique entre les facteurs correspondants via la proposition — noter que l'inclusion enscmbliste 
J'e ^ J^E' induite par notre injection permet d'identifier Fe{A) et Fe'{A) pour A G J'e- 



2.6 Conclusion 

Lemme 2.7. Soit T : (r^)''^ Ab un foncteur polynomial de degré au plus q. Le foncteur 
9 — > Ab associant à un ensemble E le groupe abélien ^aeTe '^'^Fe{A){T) est polynomial de degré 
au plus 2q. 

Démonstration. Soit A un élément de J-e- Le cardinal de Fe{A) est le nombre M' de sommets 
muets de A moins 1. Soient Fq le nombre de feuilles voisines de l'unique voisin muet de la racine, 
Fi le nombre des autres sommets étiquetés voisins de ce même sommet, F2 le nombre de tous les 
sommets restant. On a l'égalité Fq + Fi + AI' = card(£') et l'inégalité Fi < M' , d'où l'on déduit 
l'inégalité Fq > card(i?) — 2M'. On en déduit que pour card(i?) > 2q + 1, l'application 

crE^iMT)^ crE,iA){T) 

MCE AeJ^jv, AeJ^E 

est surjective. □ 

Le théorème 12.41 proposition 12.51 et le lemme 12.71 mis ensemble fournissent enfin le résultat 
suivant. 

Proposition 2.8. Le foncteur G M- iîg(FR(G); Z) est polynomial de degré au plus 2q. 

Combinée au théorème ll.lOi la proposition 12.81 fournit le théorème [51 et donc le théorème [T] qui 
en constitue un cas particulier, annoncés en introduction. 
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